Soluzione primo appello by Ritelli, Daniele
Clamfim 2016/2017: Modelli 1 primo appello 1
Cognome
Nome
matricola
3. HW3 Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f(t) = e−t2−t−1
4. HW3 Assegnate le funzioni
f(x) =
{
sinx e−x se x ≥ 0
0 se x < 0
g(x) =
{
cosx e−x se x ≥ 0
0 se x < 0
se ne calcoli la convoluzione
5. HW3 Risolvere i problemi di Cauchy parabolici{
ut = uxx, t > 0
u(x, 0) = e−x2−x
{
ut = uxx − 2ux + u, t > 0
u(x, 0) = xe2x
6. HW3 Risolvere il problema di Cauchy{
ut = 2x
2uxx + xux + u, t > 0
u(x, 0) = lnx
• I candidati che hanno ottenuto l’esonero possono svolgere solo gli esercizi da 3 a a 6 ma scegliendone
uno soltanto fra il 5 e il 6
• I candidati che hanno ottenuto l’esonero parzialmente devono presentare l’homework mancante entro
il 14 novembre 2016
• I candidati che hanno non hanno ottenuto l’esonero devono svolgere tutti gli esercizi, ferma restando
l’alternativa fra il 5 e il 6
2 novembre 2016 ore 18:42:18
Clamfim 2016/2017: Modelli 1 primo appello 2
Cognome
Nome
matricola
1. HW1 Dare la soluzione generale dell’equazione differenziale
y′ = x4 +
2
x
y + y2
2. HW2 Se A = {(x, y) ∈ R2 : 9x2 + 4y2 ≤ 36} calcolare
∫∫
A
e9x
2+4y2dxdy
3. HW3 Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f(t) = e−t2+t−1
4. HW3 Assegnate le funzioni
f(x) =
{
sinx e−2x se x ≥ 0
0 se x < 0
g(x) =
{
cosx e−2x se x ≥ 0
0 se x < 0
se ne calcoli la convoluzione
5. HW3 Risolvere i problemi di Cauchy parabolici{
ut = uxx, t > 0
u(x, 0) = e−x2+x
{
ut = uxx − 2ux + 2u, t > 0
u(x, 0) = xe2x
6. HW3 Risolvere il problema di Cauchy{
ut = 2x
2uxx − xux − u, t > 0
u(x, 0) = lnx
• I candidati che hanno ottenuto l’esonero possono svolgere solo gli esercizi da 3 a a 6 ma scegliendone
uno soltanto fra il 5 e il 6
• I candidati che hanno ottenuto l’esonero parzialmente devono presentare l’homework mancante entro
il 14 novembre 2016
• I candidati che hanno non hanno ottenuto l’esonero devono svolgere tutti gli esercizi, ferma restando
l’alternativa fra il 5 e il 6
2 novembre 2016 ore 18:42:18
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Soluzione
3.
fˆ(s) =
∫ ∞
−∞
e−2pi i ste−t
2−t−1dt
Usando la formula a > 0, ∆ < 0 ∫ ∞
−∞
e−(at
2+bt+c)dt =
√
pi
a
e
b2
4a
−c
si trova nel primo caso
fˆ(s) =
√
pi e−pi
2s2+ipis− 3
4
e nel secondo
fˆ(s) =
∫ ∞
−∞
e−2pi i ste−t
2+t−1dt
in modo che
fˆ(s) =
√
pi e−pi
2s2−ipis− 3
4
4. Trattandosi di funzioni a supporto positivo la convoluzione ha la forma
(g ? f)(t) =
∫ t
0
g(t− x)f(x)dx
Nel primo caso si ottiene l’integrale ∫ t
0
e−t cos(t− x) sinxdx
Mentre nel secondo si ottiene ∫ t
0
e−2t cos(t− x) sinxdx
Usando la formula di addizione del coseno
cos(t− x) = cos t cosx− sin t sinx
si ottengono gli integrali
e−t cos t
∫ t
0
cosx sinx dx+ e−t sin t
∫ t
0
sin2 x dx primo caso
e−2t cos t
∫ t
0
cosx sinx dx+ e−2t sin t
∫ t
0
sin2 x dx secondo caso
Cos¨I calcolando gli integrali∫ t
0
cosx sinx dx =
[
sin2 x
2
]t
0
=
sin2 t
2∫ t
0
sin2 x dx =
[
x− sinx cosx
2
]t
0
=
t− sin t cos t
2
Possiamo concludere che
(g ? f)(t) =
1
2
te−t sin t primo caso
(g ? f)(t) =
1
2
te−2t sin t secondo caso
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5a. Essendo un problema del calore puro si applica la formula risolutiva
u(x, t) =
1√
pi
∫ +∞
−∞
e−s
2
f(x+ 2s
√
t)ds
con f(x) = e−x2−x nel primo caso e f(x) = e−x2+x nel secondo caso. Nel primo caso abbiamo l’integrale
u(x, t) =
1√
pi
∫ +∞
−∞
e−[x
2+x+(2
√
t+4x
√
t)s+(1+4t)s2)]ds
mentre nel secondo
u(x, t) =
1√
pi
∫ +∞
−∞
e−[x
2−x+(−2√t+4x√t)s+(1+4t)s2)]ds
Usando la formula a > 0, ∆ < 0 ∫ ∞
−∞
e−(at
2+bt+c)dt =
√
pi
a
e
b2
4a
−c
si trova:
u(x, t) =
1√
1 + 4t
e
t−x−x2
1+4t primo caso u(x, t) =
1√
1 + 4t
e
t+x−x2
1+4t secondo caso
5b. Si usa il procedimento di trasformazione daut(x, t) = uxx(x, t) + aux(x, t) + bu(x, t)u(x, 0) = f(x) (1)
con soluzione
u(x, t) = e
(
b−a2
4
)
t
e−
a
2
xh(x, t)
essendo h(x, t) soluzione del problema puro{
ht(x, t) = hxx(x, t)
h(x, 0) = e
a
2
xf(x)
Nel primo caso a = −2, b = 1z e f(x) = xe2x e nel secondo a = −2, b = 2 e f(x) = xe2x. In questo
modo si ottiene
u(x, t) = (2t+ x)e2t+x primo caso u(x, t) = (2t+ 2x)e2t+x primo caso
6. Il problema parabolico a coefficienti variabili{
ut = ax
2uxx + bxux + cu
u(x, 0) = f(x)
e` ricondotto in un problema parabolico a coefficienti costanti usando la sostituzione di variabilix = e
y
t =
1
a
τ
⇐⇒
{
y = lnx
τ = at
Precisamente se u(x, t) = v(y, τ) si ha il problemavτ = vyy +
(
b
a
− 1
)
vy +
c
a
v
v(y, 0) = f(ey)
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Ricordato poi che un generico problema parabolico a coefficienti costanti{
vτ = vyy +Avy +Bv
v(y, 0) = g(y)
e` ricondotto a un problema del calore puro{
hτ = hyy
h(y, 0) = e
A
2 g(y)
ove v(y, τ) = e
(
B−A2
4
)
τ
e−
A
2
yh(y, τ)
abbiamo che nel nostro caso in cui si ha
B =
c
a
, A =
b
a
− 1 = b− a
a
la soluzione a variabili trasformate del problema e`
v(y, τ) = e
(
c
a
− 1
4(
b−a
a )
2
)
τ
e−
b−a
2a
yh(y, τ)
con h(y, τ) soluzione del problema del calore{
hτ = hyy
h(y, 0) = e
b−a
2
yf(ey)
=⇒ h(y, τ) = 1√
pi
∫ +∞
−∞
e−s
2
e
b−a
2a
(y+2s
√
t)f(ey+2s
√
t) ds
Nel primo caso e` a = 2, b = c = 1, f(x) = lnx e allora la soluzione del problema del calore associato
e` data da
h(y, τ) =
1√
pi
∫ +∞
−∞
e−s
2
e−
1
4
(y+2s
√
t)(y + 2s
√
t) ds =
1
2
(2y − τ)e 116 (τ−4y)
Quindi la soluzione a variabili trasformate e`
v(y, τ) = e
y
4
+ 7
16
τ 1
2
(2y − τ)e 116 (τ−4y) = (2y − τ)e τ2
Tornando alle variabili originarie, finalmente otteniamo:
u(x, t) = et(lnx− t)
Nel secondo caso si aveva a = 2, b = c = −1 con la stessa f(x) = lnx. La soluzione dell’equazioni a
variabili trasformate e` v(y, τ) = 12e
−τ/2(2y − 3τ) e la soluzione del problema a variabili originarie e`
u(x, t) =
1
2
e−t(2 lnx− 6t) = e−t(lnx− 3t)
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